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Аннотация. Рассматривается линейная система управления с почти периодической матрицей коэффициентов 
и управлением в виде обратной связи, линейной по фазовым переменным. Предполагается, что коэффициент обрат-
ной связи является почти периодическим и модуль его частот, т. е. наименьшая аддитивная группа вещественных 
чисел, включающая все показатели Фурье этого коэффициента, содержится в частотном модуле матрицы коэффици-
ентов. Изучается случай, когда матрица при управлении является вырожденной, а усреднение матрицы коэффици-
ентов приводится к нижнетреугольному виду. Для описанного класса систем ставится задача управления асинхрон-
ным спектром с целевым множеством частот, которая заключается в построении такого управления из допустимого 
множества, чтобы у замкнутой этим управлением системы появились почти периодические решения, множество 
показателей Фурье которых содержит наперед заданное подмножество, а пересечение модулей частот решения 
и матрицы коэффициентов тривиально. В работе получены необходимые и достаточные условия разрешимости по-
ставленной задачи. 
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Abstract. A linear control system with an almost periodic matrix of coefficients and control in the form of the feedback 
linear in phase variables is considered. It is assumed that the feedback coefficient is almost periodic and its frequency module, 
i. e. the smallest additive group of real numbers, including all the Fourier exponents of this coefficient, is contained in the 
frequency module of the coefficient matrix. The system under consideration is studied in the case of a triangular average value 
of the matrix of coefficients. For the described class of systems, the control problem of the asynchronous spectrum with a tar-
get set of frequencies is solved. This task is to construct such a control from an admissible set that the system closed by this 
control has almost periodic solutions, a set of the Fourier exponents of which contains a predetermined subset, and the inter-
section of the solution frequency modules and the coefficient matrix is trivial. The necessary and sufficient conditions for the 
solvability of this problem are obtained.
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Введение. Различные аспекты теории управления для обыкновенных дифференциальных 
систем почти периодических уравнений изучались в целом ряде работ [1–3], существенной осо-
бенностью которых является рассмотрение так называемого регулярного случая, когда априори 
предполагается совпадение частот самой системы и ее решений. Вместе с тем, как известно [4], 
система обыкновенных дифференциальных почти периодических уравнений при выполнении 
определенных условий может иметь такие решения, что пересечение частотных модулей реше-
ния и самой системы является тривиальным. Впоследствии такого рода решения были названы 
сильно нерегулярными, а описываемые ими колебания – асинхронными с соответствующим 
спектром. Отметим, что в периодическом случае нерегулярность означает несоизмеримость ча-
стот решения и системы [5].
Задача синтеза линейных обыкновенных почти периодических дифференциальных систем, 
обладающих сильно нерегулярными решениями, была поставлена как задача управления асин-
хронным спектром в [6], где даны условия разрешимости для случая, когда среднее значение 
матрицы коэффициентов нулевое. В дополнение к этому в [7] изучен случай, когда усреднение 
коэффициентной матрицы является диагональным, а матрица при управлении имеет нулевые 
строки.
В настоящем сообщении исследуются вопросы разрешимости задачи управления асинхрон-
ным спектром линейных почти периодических систем, у которых среднее значение матрицы ко-
эффициентов приводится к нижнетреугольному виду. 
Постановка задачи. Будем рассматривать линейную систему 
  
= ( ) , , 2,x A t x Bu t R n+ ∈     ≥ 2,  (1)
где nx R∈  – фазовый вектор; ( ) nu u t R= ∈  – вход; ( )A t – непрерывная почти периодическая 
( )n n× -матрица; B – постоянная ( )n n× -матрица при управлении. Считаем, что управление за-
дается в виде линейной по фазовым переменным обратной связи 
  
= ( )u U t x
с непрерывной почти периодической ( )n n× -матрицей ( ),U t  модуль частот которой содержится 
в частотном модуле матрицы коэффициентов ( ).A t  Для системы (1) ставится задача выбора такой 
матрицы ( )U t  (коэффициента обратной связи), чтобы замкнутая система 
  
= ( ( ) ( ))x A t BU t x+   (2)
имела сильно нерегулярное почти периодическое решение с заданным спектром частот L 
(целевым множеством), т. е. задача управления спектром нерегулярных колебаний с целевым 
множеством L или задача управления асинхронным спектром. Такой подход, в отличие от регу-
лярного случая, предполагает принципиальное различие множества частот коэффициента систе-
мы (2) и ее почти периодического решения, которое заключается в том, что никакая нетривиаль-
ная частота системы (2) не представима линейной кобинацией с рациональными коэффициентами 
частот решения.
Основной результат. Случай, когда матрица при управлении невырождена, изучен в [6]. 
Поэтому будем предполагать, что выполняется условие
  rank = < , ( = ).B r n n r d−   (3) 
В таком случае согласно [8, с. 110] найдется постоянная неособенная вещественная ( )n n× - 
матрица S такая, что у матрицы D = SB первые d строк нулевые, в то время как остальные r строк 
линейно независимы. 
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Имеет место 
Т е о р е м а 1. Пусть для системы (1) выполняется условие (3) и матрица 
 0
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Задача управления асинхронным спектром с целевым множеством L системы (1) разрешима 
тогда и только тогда, когда левый верхний блок размера d r×  матрицы ( )C t  имеет неполный 
столбцовый ранг, равный r1, и мощность целевого множества частот ограничена величиной 
1[( ) / 2].r r−  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполнены условия теоремы 
и 1 2= { , , }L λ λ   – целевое множество частот. Введем в системе (2) замену фазовых переменных 
  = .y Sx   (4)
Тогда система (2) преобразуется в систему 
  = ( ( ) ( )) ,y C t DV t y+   (5)
где 
 1( ) = ( ) , = ,V t U t S D QB−
и матрица D имеет описанный выше вид. Ввиду невырожденности преобразования (4) частот-
ные спектры решений систем (2) и (5) совпадают.
Из [9] следует, что система (5) имеет сильно нерегулярное почти периодическое решение 
тогда и только тогда, когда это решение удовлетворяет системе 




1 ˆˆ ˆ= ( ) , ( ) = ( ) , ( ) = ( ) .lim
T
T
V V s ds C t C t C V t V t V
T→+∞
− −∫  
Обозначим матрицу, составленную из последних r строк матрицы D, через , .r nD  Из строения 
матрицы D следует, что выполняется условие 
  ,rank = .r nD r  (7) 
Ранговое условие (7) означает, что у матрицы ,r nD  строки линейно независимы. Поскольку их 
число меньше числа столбцов, то добавление в такой матрице произвольных столбцов не меняет 
ее ранг.
Представим матрицу коэффициентов ( )C t  системы (5) в блочном виде, соответствующем 
структуре матрицы D. Пусть (11), ( ),d dC t  
(21)
, ( )r dC t  – ее левые верхний и нижний, а 
(12)
, ( ),d rC t  
(22)
, ( )r rC t  – 
правые верхний и нижний блоки (нижние индексы блоков указывают их размерность). Со-
ответственно такому представлению усредненную матрицу Ĉ  в свою очередь разобьем на 
четыре блока таких же размерностей (11),ˆ ,d dC  
(21)
,
ˆ ,r dC  
(12)
,
ˆ ,d rC  
(22)
,ˆ .r rC
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Принимая во внимание строение матрицы D и блочное представление усреднения матрицы 
коэффициентов ( ),C t  систему (6) запишем в виде 
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где приняты следующие обозначения: [ ]1 [ ]= col ( , , ) col ( , ),dn ry y y y y=  [ ] 1= col ( , , ),d dy y y  
[ ] 1= col ( , , ),r d ny y y+   , , , ,
ˆ ˆ ˆ= { }, ( ) = { ( ) ( )}n d n r n d n rV V V V t V t V t    – соответствующее представление 
стационарной и осциллирующей компонент матрицы ( ).V t
Заметим, что в силу вещественности матрицы S матрица Ĉ  также будет вещественной. По-
скольку матрица Ĉ  является нижнетреугольной, то блок (12),ˆ d rC  будет нулевым, 
(12) (12)
, ,( ) = ( ),d r d rC t C t  
а блок (11),ˆ d dC  – нижнетреугольной вещественной матрицей, которая не имеет чисто мнимых 
собственных чисел. Поэтому систему (8) можно записать в виде 
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Первое уравнение системы (9) имеет только тривиальное почти периодическое решение
 
[ ] [ ] ( ) 0,d dy y t= ≡
что позволяет записать систему (9) в виде
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Поскольку матрица (12), ( )d rC t  имеет неполный столбцовый ранг, то в силу [9] второе уравнение 
системы имеет 1( )r r− -параметрическое семейство почти периодических решений с требуемым 
свойством частот [ ] [ ] ( ).r ry y t=  
 Условие (7) означает, что у матрицы ,r nD  строки линейно независимы. Поскольку их число 
меньше числа столбцов, то добавление в такой матрице произвольных столбцов не изменяет ее 
ранг. Поэтому найдется постоянная матрица ,ˆn rV  такая, что матрица коэффициентов певого 
уравнения из (10) приводится к любому наперед заданному виду, в том числе и такому, чтобы 
вектор-функция [ ] [ ] ( )r ry y t=  удовлетворяла этому уравнению. 




, , ,( ) ( ) 0.r r r n n rC t D V t+ ≡ 
Это означает, что вектор-функция [ ] [ ] ( )r ry y t=  будет удовлетворять и третьему уравнению 
системы (10). 
 Тогда, принимая во внимание преобразование (4), заключаем, что система (2) будет иметь 
требуемое почти периодическое решение 
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1 [ ] 1
[ ] [ ]( ) = col ( ( ), ( )) = col (0, ( )).d r rx t S y t y t S y t− −
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть поставленная задача разрешима, т. е. система (2) имеет сильно 
нерегулярное почти периодическое решение ( )x x t=  с множеством частот L. Тогда согласно [9] 
система (9) будет иметь решение [ ]col (0, ( )) ( )ry t Sx t=  с таким же множеством частот.
Пусть (12)col 1,rank = .d rC r  Из второго уравнения системы (10) следует, что нетривиальная вектор-функция [ ] ( )ry t  является его сильно нерегулярным почти периодическим решением. Поэтому 
столбцовый ранг ее матрицы коэффициентов меньше числа столбцов, т. е. выполняется не-
равенство 
 1 < .r r
Значит, некоторые 1r  компонент решения [ ] ( )ry t  линейно выражаются через остальные 1r r−  
компонент, которые обозначим как вектор 1[ ] ( ).r ry t−  Следовательно, вектор 1[ ] ( )r ry t−  будет опре-
делять показатели Фурье как вектора [ ] ( ),ry t  так и всего решения ( )y t  системы (9). Кроме этого, 
как следует из первого уравнения системы (1), вектор 1[ ] ( )r ry t−  является решением линейной 
стационарной системы дифференциальных уравнений. Следовательно, число их показателей 
Фурье, а значит, и число показателей Фурье как вектора ( ),y t  так и вектора ( ),x t  ограничено 
размерностью системы, т. е. мощность целевого множества частот L не больше, чем 1[( ) / 2].r r−  
Теорема доказана. 
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